Ein Finslerscher Raum ist gerade dann von skalarer Krümmung, wenn seine Weylsche Projektivkrümmung verschwindet by Szabó, Zoltán Imre
Acta Sei. Math., 39 (1977), 163—178: 
Ein Finslerscher Raum ist gerade dann von skalarer Krümmung, 
wenn seine Weyische Projektivkrümmung verschwindet 
Z . I . S Z A B Ö 
L. BERWALD hat bewiesen, dass die Finslerschen Räume skalarer Krümmung 
die Weyische Projektivkrümmung Null haben. Sie lassen sich daher für dim>2 
durch bahntreue Abbildung in allgemeine affine Räume mit der Krümmung Null 
überführen [1]. BERWALD, und ihn folgend mehrere Verfasser haben aber gemeint, 
dass nicht jeder Finslersche Raum mit verschwindendem Weyischem Krümmungs-
tensor von skalarer Krümmung ist [1], [2]. Z. B . hat L. BERWALD den folgenden 
Satz behauptet [1]: 
„Die Räume skalarer Krümmung sind für « = d i m > 2 unter den Finslerschen 
Räumen mit der Projektivkrümmung Null durch 
*0P0/,|1P n _ j *OV,|* + *OVA = 0> 
oder durch die äquivalenten Bedingungen: 
(n + l)(R0"hp-R0"0plh) + (n-2)(R0"0hAp+Am0) = 0 
gekennzeichnet." 
Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist der folgende 
Satz. Ein Finslerscher Raum F„ ist für dim Fn>2 genau dann von skalarer 
Krümmung, wenn sein Weyischer Tensor W'jk verschwindet. 
Aus dieser Aussage folgt offensichtlich, dass die obigen Gleichungen für Finsler-
sche Räume mit W l jk=0 automatisch erfült sind. 
§ 1. Einleitung 
Bezeichne L(x1, ... xn, y1, ..., y"), oder L(x,y) die metrische Grundfunktion 
eines n-dimensionalen Finslerschen Raumes Fn. L(x,y) wird als positiv, und in y 
als positiv homogen von erster Ordnung vorausgesetzt. Es ist auch vorausgesetzt 
Eingegangen am 30. September 1976. 
Ii* 
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dass der Finslersche Tensor giJ=(l/2)didjL2 vom (0, 2)-Typ positiv definit ist, 
wobei d die partielle Ableitung d/dyi bezeichnet. 
Der Einheitsvektor im Punkte (x) in der Richtung des Linienelementes (x, y) 
hat die kontravarianten, bzw. kovarianten Komponenten 
/'• = y/L, /, = btL = gtJV. 
Es gilt auch l'=giJlj, wobei der reziproke Tensor g'1 durch g'Jgij=ö\ definiert ist. 
Es bezeichne die partielle Ableitung: d/dx'. Die Zusammenhangsobjekte 
G'(x, j>) des Raumes definieren wir durch: 
&{x, y) = (1/4) gih (ym dh dm L2 — dh L2), 
ferner sei 
G'j'-djG', G)k = ¿>,£7*, ... u.s.w. 
Mit Hilfe dieser Objekte definieren wir den Grundtensor der affinen Krümmung, 
bzw. den Weyischen Krümmungstensor durch 
(1.1) H)k = dk G'j — dj G'k + Grj G'rk — Grk G'r j, 
(1.2) 
Wi" = HiJk--^H;jkyi+-^öiJ(nHk+Hkmym)--^SUnHj+Hjmym), 
wobei 
Hhljk = BhH)k, Hj = Hrjr, HhJ = HhrJr. 
Der Skalar H~—^—-Hi ist der affine Krümmungsskalar des Raumes. Wir 
n— 1 
benötigen später die Formeln [1]: 
(1.3) H ^ - ^ y ' H h , Hhj = 'dhHj, HJk-HkJ = -Hr'Jk. 
L. Berwald hat das Krümmungsmass R{x,y,rj) des Raumes im Linienelement 
(x, j>) nach der 2-Richtung (y, r\) durch 
(1.4) R{x, y, n) = Hikhmy'yhriktjm/(gihgkm-gimghk)yiyht,kr,m, 
und den Krümmungsskalar R{x,y) im Linienelement (x,y) durch 
(1.5) R{x, y) = H(x, y)jL2 
definiert. Der Raum heisst von skalarer Krümmung, wenn R(x, y, q) von der Wahl 
des Vektors r] unabhängig ist. In diesem Fall gilt die Gleichung: R (x, y,tf)=R (x, j ) . 
Ein Satz von SCHUR [ 1 ] lautet: Ist der Raum von skalarer Krümmung, und ist R(x, y) 
nur eine Funktion des Ortes, so ist R(x, konstant. Diese Räume sind die Räume 
von konstanter Krümmung. 
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Bezeichnet Rjkh bzw. gsiRjSkh=Rjikh den Cartanschen Krümmungstensor des 
Raumes, so gelten die Relationen [1]: 
(1-6) H)k = y'R,'^ 
(1.7) H j = y lykRikj. 
Aus der wohlbekannten schiefsymmetrischen Eigenschaft Rjm——Rjikh folg1 
auch: y' y* Rjikh=0, und somit / ¡ / / ¿=0 . 
BERWALD hat auch folgendes bewiesen [1]: 
Ein Finslerscher Raum F„, dim Fn>2 ist genau dann von skalarer Krümmung, 
wenn der Tensor R0'9J = lkImRk'mJ=(1 ¡L2)H) die folgende Form hat: 
(1.8) Ro'oj = X(x, yM-lUj). 
Die Antiderivationen dh und dv auf den schiefsymmetrischen Finslerschen 
Tensoren vom (0, s)-Typ führt man folgendermassen ein: 
s 
(1-9) {dk<o)Wl...,.= k=0 
(1.10) {d,W)Wl...,t = 2(~iydlk<ah...tH-lt* + l.:l.> 
k=0 
wobei ß>i » ein schiefsymmetrischer Finslerscher Tensor vom (0, j)-Typ ist, 
ferner das Symbol „I" die Berwaldschen kovarianten Ableitung bezüglich den 
Objekten G'Jk ^zeichnet. Aus den obigen Definitionen erhalten wir mühelos: 
Satz 1. 1) dh und dv sind beide Antiderivationen bezüglich des äusseren Tensor-
produktes A, femer gilt dhdv+dvdh=0. 
2) Die Gleichung dk= 0 besteht genau dann, wenn H'Jk=0. 
3) d20= 0. 
Der Tensor <o ist in horizontaler bzw. in vertikaler Weise geschlossen, wenn 
es dhco=0 bzw. dvco=0 gilt. Es gilt auch der interessante Satz von Poincarä: 
Ist co ein Finslerscher, in vertikaler Weise geschlossener Tensor vom (0, s)-Typ, 
so gibt es einen globalen Tensor to* vom (0, s—1)-Typ, für den dv(o*=a> gilt. 
Diesen Satz benötigen wir in folgendem nicht. 
§ 2. Die Umkehrung des Satzes von Berwald. Der kanonische Krümmungstensor 
Das Hauptergebnis dieses Paragraphen ist: 
Satz 2. Ein Finslerscher Raum F„, mit dim F„>2, ist genau dann von skalarer 
Krümmung, wenn sein Weyischer Tensor Wjk verschwindet. 
Zum Beweis dieses Satzes~benötigen wir das 
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L e m m a . Der Grundtensor H'jk eines beliebigen Finslerschen Raumes lässt 
sich eindeutig in der Form 
(2.1) H)k = Wjk+ojjöi-(L>köj — (dv(o)jky' 
darstellen, wobei a> ein positiv homogener (von l-ter Ordnung) Finslerscher kovarianter 
Vektor ist, ferner gelten: 
(2.2) yi(ai = H, 
(2.3) yt(d.(o)u = 2a>j-dJH. 
Beweis . Aus (1.2) folgt 
Hijk = W;k+cojdik-(ok5ij-QJkyi 
mit 
(2.4) <ok = (nH k+H k m ym), 
(2-5) Q jk = — ^ T H ; j k . 
In diesem Fall: 
(d„a>)jt = dj(ok-dkcoj = ((« - l)(HJk - HkJ) + y™0j Hkm - ¿k Hjm)). 
Wegen Hkm=f)kHm verschwindet das letzte Glied im Klammer, so folgt aus (1.3) 
QJk = T H / j k = ((" ~~ 1 )/("2 _ 1 ))(Hjk~Hkj) = (d»jk. 
Somit ist Hjk von der Form (2.1). Wir beweisen jetzt (2.2) und (2.3). Aus (1.3) 
und (2.1) folgt: 
H={\Kn-\))yiHfk = {\l{n-\j)(yiW?k±(n-\)yicüi-yiyi(djo)i-dl(aj) = y'co,, 
da W?k = 0, f y H d M u = 0. 
Ähnlich folgt : 
y'idv^u = fidiioj - djCOi = (Oj-y1 djCDi = 2coj - djH. 
Wir beweisen noch, dass der Tensor (o in (2.1) eindeutig bestimmt ist. In der Tat, 
aus (2.1), (2.2) und (2.3) erhalten wir: 
?H?j = yiWl+Hökj-(0Jyk-2(<0j-djH)yi. 
Komponiert man diese Gleichung mit lk, so bekommt man 
coj = (lMQj'WtHHmij+djH). 
Beweis des Sa tzes 2. Wenn der Raum von skalarer Krümmung ist, so hat 
er einen verschwindenen Weyischen Tensor. Diesen Tat hat BERWALD bewiesen [1], 
so werden wir uns mit diesem Teil des Satzes nicht beschäftigen. 
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Umgekehrt, wenn für Fn die Gleichung Wjk=0 gilt, dann folgt aus (2.1): 
H)k = coj Si-w^)- mk ö'j - (du co)jk y'. 
Komponiert man diese Gleichung mit /¡, so erhält man: 
L(du(o)jk = o}jlk—coklj, 
und daraus folgt: 
yJ(dv(o)Jk = a>jlk-(oklj. 
Mit Rücksicht auf (2.3) erhalten wir: 
(2.6) coj = (lß)((H/L)lk + djH) = ÄL||I + (1/3)U?||(," 
und daraus: 
(2-7) (dv<o)ij = (1 ßWjR^-l^j), 
wobei R = H/L2, und die Operation ||/ durch Lfc definiert ist. Substitutiert man 
(2.6) und (2.7) in (2.1) so rechnet man mühelos aus: 
R,\m = (1 IIß)y>H{m = (llL%Höin-(RLllm + (\/3)LRllm)y' + (ll3)LRllmyJ) = 
= R(öi,-Vlm), 
damit ist der Raum von skalarer Krümmung. Q.E.D. 
Den Tensor co nennen wir den kanonischen Krümmungstensor des Finsler-
schen Raumes. Im allgemeinen gilt die Formel: 
(2.8) cot = (nHi+Himym) = -^j-p (Ht + dtH), 
und wenn der Raum von skalarer Krümmung ist, so gilt: 
(2.9) <ol = RL^ iHmLR\M-
Aus (2.9) folgt unmittelbar: 
Satz 3. Der Raum F„, dim F„>2, ist genau dann von konstanter Krümmung 
wenn Wjk=0, (dua>)Jk=0. In diesem Fall gilt: 
co. = (1/2) dtH = RLli. 
Satz 4. In einem allgemeinen Finslerschen Raum gelten die Folgenden: 
1) d„(o=0 genau dann, wenn HkiJ=0. 
2) dha>=0 genau dann, wenn = 
3) In einem Raum von skalarer Krümmung gelten die Gleichungen: 
(dhco)u = 0; (dvLa>)u = 0, 
168 Z. I. Szabö: Finslerscher Raum von skalarer Krümmung ... 
und in einem Raum von konstanter Krümmung: 
(dh(o)u = 0; (dv(o)ij = 0; ¡Mj = 0. 
Beweis. 1) folgt aus (2.5), und 3) folgt aus 1) und 2) unmittelbar. Der Beweis 
des Punktes 2) ist, wie folgt. 
Substitutiert man in die Bianchi-Identität 
H'jk\i+Hi,\j+Hij\k = 0 
den Ausdruck (2.1), so erhält man: 
-aWjk |( = HdHio^Si-id^^jay', 
wobei a dei zyklische Summe bezüglich den Indizes k,j, 1 bezeichnet. Wendet man 
die Gleichung —dhdeoj=dedhü) an, dann bekommt man die Behauptung 2) mit der 
Kontraktion i—j. Q.E.D. 
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